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y = x2 傅里叶级数展开

如果 f(x) 在 上分段连续，其傅里叶级数
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那么 y = x2 在 [−l, l] 傅里叶级数展开：
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也可写成：
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其中
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又 f(x) 在 [−l, l] 上连续，又 f ′(x) 绝对可积，有：
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2
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利用求系数公式和分部积分可证明：
⎧
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Ak = kπ
l bk + (−1)kc

Bk = −kπ
l ak

c = 1
l [f(l)− f(−l)]

由于 f(l) = f(−l) 则 f ′(x) 的傅里叶级数可以通过对 f(x) 的逐项求导而得，即
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构造评价函数

对参数 ak 进行拟合，取 k = [0, 1, ...D − 1] 即评价函数维度为 维实验数据集
S1 = {(x, y)|y = x2 + noraml(0, 2), x = linspace(−l, l, N)}
S2 = {(x, y′)|gaussian filter(diff(y)), x = linspace(−l, l, N − 1)}

其中 为正态分布函数（为模拟工程测量误差 为线性分布函数 为差分函
数 对差分结果作高斯平滑处理 为保证算法对 f(x) 与 f ′(x) 都有较好拟合，构造评
价函数

G(a0, a1, ...aD−1) = MSE(f(a0, a1, ...aD−1, x)) +MSE(f ′(a1, ...aD−1, x))

=
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转化为求 minG(a0, a1, ...aD−1) 的解

实验

实验假设 l = 5, D = 20 数据集采样点数为 可根据上面公式计算 ak

另外用智能算法根据 进行拟合，得到最优解记作 ak1，用智能算法
根据 进行拟合，得到最优解记作 ak2，联合以上两种 进行拟合，得到
最优解记作 ak12

下面图显示采取不同策略计算的最优解与 的对比
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为对比方便，下图展示三种策略下的最优解在各维度上相对 的误差百分比
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其中 ak2 不对 a0 进行拟合 其值没有参考意义。对比各图，可见 的相对误差要比 与
都要小 以下为 拟合结果比较图，其中包括 S1 数据点，x2 原始函数与傅里叶展开的图像，以

及拟合 参数的傅里叶展开图
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拟合结果比较图，其中包括 S2 数据点，2x 原始函数与傅里叶展开的图像，以及拟合 参数的
傅里叶展开图



误差评判方法研究

拟合结果比较图，各参数与第一幅图类似
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测试函数：y = x(x− 1)(x+ 1)

把 y = x2 替换成 y = x(x− 1)(x+ 1) ， ，增加噪点 重复上述内容，可得
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很显然，这时候 拟合结果比 要差 其原因在于第二幅图强调对原数据点拐点的拟合，权重集
中于拐点处，因而两侧的权重较小。为了使第二幅图的影响权重在合理范围内，需要重构评价函数

重构评价函数

为保证算法对 f(x) 与 f ′(x) 都有较好拟合，并且两者的影响权重对结果影响均衡，构造评价函数

G′(a0, a1, ...aD−1,α) = (1−α)MSE(f(a0, a1, ...aD−1, x))+αMSE(f ′(a1, ...aD−1, x)) = (1−α)
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s.t.,α ∈ [0, 1]

转化为求 minG′(a0, a1, ...aD−1,α) 的解 其中取 ，这样就是求解 维最优解问题 最终可求
α ，也就是说第二张图的影响权重几乎为零，对应图像：
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增加积分权重

由上可知 α 很小，也就是说导数部分对最终拟合的结果影响很小，引入积分权重进一步对上面函
数进行拟合
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可证： ∫ x
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增加数据集
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其中 为线性分布函数， 对 点前面的所有点（包括自身）的积分增加评价权重：

MSE(F (a0, a1, ...aD−1, x0, ..., xi)) =

∑N−1
i=0 (Fi−F (a0,a1,...aD−1,x0,...,xi)

yi
)2

N

使用该 作为评价函数可得如下图

新评价函数：

G′′(a0, a1, ...aD−1,α) = (1−α−β)MSE(f(a0, a1, ...aD−1, x))+αMSE(f ′(a1, ...aD−1, x))+βMSE(F (a0, a1, ...aD−1, x0, ..., xi))

s.t.,α,β,α+ β ∈ [0, 1]

通过计算可得 α = 5.3292029e 06,β = 0.998920117 也就是说这个函数增大积分权重的影响可以得到
最好结果，如图所示：
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